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Abstract. An effective estimate for the lattice point discrepancy of ellipsoids of rotation. 

For the lattice point discrepancy Psix) (i.e., the number of integer points minus the volume) of the 
ellipsoid (w^ + «2)/'^ + '^'^'"3^^ {a, x > 0), this paper provides an estimate of the shape 

\P£{x)\ < 1237ai/ä a;"/^'^ (log(100a;) + | log a|)3/8 + terms of smaller order in x. 



1. Einleitung. Die Theorie der Gitterpunkte in "großen" Bereichen (im Sinne von 
E. Landau) besitzt eine lange und sehr erfolgreiche Geschichte, die z.B. von E. Krätzel 
in den Monographien [8], [9] umfassend dargestellt wurde. Man vgl. dazu auch einen 
neueren Ubersichtsartikel der Autoren mit A. Ivic und M. Kühleitner [7] . Kernproblem 
dieser Theorie ist die Abschätzung der Gitter-Diskrepanz (Gitterrest) 

P^(x) = #(Z'nv^/C) -vol(/C)x"/2 (1.1) 

für die um einen Faktor y/x linear vergrößerte Kopie ^/x K, eines allgemeinen oder 
spezielleren Bereiches K, der Ebene und der Räume M'^ , s > 3 . Die Resultate wurden 
durchwegs in der Landau' sehen O -Notation formuliert. 

Der ebenso naheliegende wie berechtigte Gedanke, die darin jeweils involvierten Kon- 
stanten unter Kontrolle zu bekommen, taucht nur einerseits sehr früh bei J.G. Van der 
Corput [14] auf, andererseits erst in neuester Zeit: So bewiesen V. Bentkus und F. Götze 
[1] bzw. F. Götze [4] für ein beliebiges o -symmetrisches Ellipsoid £ der Dimension s > 5 
eine Ungleichung der Form 



wobei Cs nur von s abhängt und -B(rniax, ''min) mittels des minimalen und maximalen 
Haupt kr ümmungsradius des Ellipsoids explizit angegeben wird. 

Für die Einheitskreisscheibe wurde von E. Krätzel [9], Satz 5.12, die Abschätzung 

|P(a;)| <38a;^/^ + 704a;^/^ + ll (1.3) 
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erzielt. Allgemeiner konnte er in [10] für einen ebenen Bereich B mit glattem Rand von 
stetiger, beschränkter, nicht verschwindender Krümmung 



mx)\<48 {rL^xf + ho^V^+ + (1-4) 

\ ö Y ^^min / 

beweisen, wobei rmax, ''min die Extremwerte des Krümmungsradius der Randkurve 
bezeichnen. Gemeinsam untersuchten die Autoren in [11] den Gitterrest von Ellipsen- 
scheiben und EUipsoiden im der Gestalt Q(u) < x, Q eine positiv definite quadrati- 
sche Form mit unimodularer Koeffizientendeterminante. Die erzielten Schranken lauten 

|-P£:(a^)| < 8.46 x^/^ -|- Terme kleinerer Ordnung in x (1.5) 

in der Ebene und 

I-Pf < 14a;^/^ + Terme kleinerer Ordnung in x (1-6) 

im . Dieselbe Arbeit [11] behandelt auch den Fall eines -Rotationskörpers (bezüg- 
lich einer Koordinatenachse) mit glattem Rand von durchwegs beschränkter, nicht 
verschwindender Gaußscher Krümmung, mit einem Ergebnis der Form 

|-Px;(a^)| < C{rma.x, Tmin) x^l^ -A- Terme kleinerer Ordnung in x . (1.7) 

Dabei ist C{r^six, ^min) ein expliziter Ausdruck, der von der erzeugenden Kurve abhängt, 
insbesondere von den Extremwerten ihres Krümmungsradius. Für den Spezialfall der 
Kugel ist C(rmax, rmin) = 86. 



2. Gegenstand und Resultat dieser Arbeit. Wir betrachten hier den speziellen 
Fall eines bezüglich der dritten Koordinatenachse rotationssymmetrischen EUipsoids S 
in Mittelpunktslage. Passend normiert (so dass das Volumen ^ beträgt), lässt dieses 
sich in der Gestalt 

S: Q(u):=^i±^+a2^x2 < ^ ^2.1) 

darstellen, mit einer Konstanten a > . Für großes reelles x werden wir für die Gitter- 
Diskrepanz des linear vergrößerten EUipsoids Q{u) < x eine Abschätzung der Form 

\P£{x)\ < 1237a^/^a;^^/^^£^/^ + Terme kleinerer Ordnung in x (2.2) 

beweisen, wobei für den logarithmischen Faktor stets die Abkürzung 

£ := log(100a;) + |loga| (2.3) 

benützt wird. Diese Schranke ist bezüglich des Exponenten von x deutlich schärfer 
als (1.6) und (1.7) (^ = 0.6875 gegenüber | = 0.75) und unterschreitet damit den 

Landau- Hlawka'schen (vgl. [6]) Fehler-Exponenten für Dimension s. 



Unsere Methode stützt sich auf jene von F. Chamizo [2], der für einen allgemeinen U3- 
rotationssymmctrischen Körper IC des mit glattem Rand von beschränkter, nirgends 
verschwindender Gaußscher Krümmung 

PK{x) = 0,c,e{x''/''+') (e>0) (2.4) 

bewies. Allerdings benötigt Chamizo eine technische Bedingung an die dritte Ableitung 
der erzeugenden Funktion der rotierenden Kurve, die kaum geometrisch interpretierbar 
ist. Außerdem wird in seinem Argument ein wesentlicher Fall (bei uns mit ^^^^ beze- 
ichnet, vgl. ab Formel (4.21) unten) nicht ausgeführt. Die Abschätzung (2.4) wurde 
übrigens für den Spezialfall der Kugel bereits von I.M. Vinogradov [15] erzielt. Er ver- 
schärfte sein Ergebnis später bis zu O (a;^/'^(loga;)^) [16]. Die beste bekannte Schranke 
für die Kugel stammt heute von D.R. Heath-Brown [5] (nach Vorarbeit F. Chamizo und 
H. Iwaniec [3]) und lautet 

P{x) = O (a;2V32+e j (2.5) 

Selbst eine nicht-effektive Fassung von (2.2) mit Oa (a;^^/^^(logx)^/^) würde für das 
Rotationsellipsoid alles Bekannte verschärfen. Unser Zugang ist optimiert für den 
Exponenten von x , also am effizientesten für den Fall, dass | loga| klein gegen logx ist. 
In unserem Beweis werden zwei von x und a abhängige Parameter 

y:=73.6a'/'x'/''C'/', z:=^^y/^^ (2.6) 

u 

auftreten. Wir benötigen die technische Voraussetzung, dass 



1 < y < I (2.7) 



gilt. Diese ist sicher erfüllt z.B. für 

1 



<a<x, a;> 15 000. (2.8) 

X 

Unser Resultat lautet wie folgt. 

Satz. Für positive reelle Zahlen a, x , für welche die Bedingung (2.7) erfüllt ist, genügt 
die Gitter-Diskrepanz Pe{x) des Rotationsellipsoids 



Q(u) = ^i±M + a2«i<x 



a 

der Ungleichung 
\Ps{x)\ < 1237 a^/Sx^i/iö ^3/8 ^;L2a-69/64a;8i/i28 £145/64 



+ (^aV4(i34£V2^543£V4) + 20^^ a;^/« + 12a-39/64a;75/i28£i39/64 
+ ^268 ^ + 159 al + 2000^ x^/^ + (4.4 C + 104.5) , 



wobei jC durch (2.3) erklärt ist und «o := max(a, l/-\/a) gilt. 



3. Einige Hilfssätze. Die folgenden Ungleichungen sind qualitativ wohlbekannt. Es 
geht uns hier um Versionen mit expliziten Konstanten. 

Lemma 1. Wie üblich bezeichne r{n) die Anzahl der Darstellungen von n als Summe 
der Quadrate zweier ganzer Zahlen. 

(a) Für X > 1 gilt dann 

Ri{x) := ^ r(n) < Ax 

l<n<x 

und 

Ri,2{x):= J2 ^(^)^ ^-S^- 

x<n<2x 

(b) Für alle neN* ist 

r^{n) < r{m)r{k) . 

mk=n 

(c) Für X > 1 gilt 

R2{x):= ^ r^(n) < 19.2a;log(2e2a;) . 

x<n<,2x 



• 2 

Beweis. Die übliche elementare Idee, jedem Gitterpunkt m e Z ein Einheitsquadrat 
mit Mittelpunkt m zuzuordnen, ergibt 



Rl{x) < (^y/^ + -1. 



Dies ist für > 29 tatsächlich < Ax. Man verifiziert leicht (z.B. mit Hilfe von Derive 
[13]), dass 

Ri{x) Ri{n) ^ 
max = max = 4 

l<a;<29 X n=l,...,29 n 



gilt. Ebenso folgt 



dies ist < 4.8 a; für x>A2. Direkte Berechnung zeigt 

Ri,2{n/2) 
max — ■ — TT- — - = 4.8 . 

n=2,...,90 n/2 

(b) ist Lemma E, Formel (2.1), in Nowak [12]. 

(c) Es folgt 

R2{x) < r{m)r{k)<2 ^ r(m) Äi,2 (— ) < 

x<mk<2x l<m<\/2x 



^2x ylx 

r(m) /" 1 / X Äi(V2x) f Ri(w) , 

<9.6a; > = 9.6a; / —dRi(w) = 9.6x ^'—^ +9.6x / \ ^ dw < 

TO J w ^/2x J 



l<m<\/2x 1 



/l 
— = 38.4 x(l + ^ log(2x)) = 19.2 a; \og(2e^ x) 
w 



1 



Lemma 2. Für Elemente des bezeichne \-\^ die "Zylindernorm" \{wi,W2,W3)\^ := 
max ^-y/tü^ + tül, li^al^ • Dann gilt: 

(a) Ft<r alle x > ist 

Rl(x) := #{m e : < |m|^ < < Ux^/^ . 

(b) Für m = (mi,m2,TO3) e Z^, a > 0, sei 5'*(m) := max(Y/a(m^ + 7712), ItosI/o) 
t<nc? ^0 •= l/cKo = niin(-^, 1/a) definiert. Dann folgt für Z > 

42 

J2 (^*(m))-^<^log+(1.4Z/^o), 

0<g*(m)<Z ^0 

wobei log_|_ := max(log, 0) bedeutet. 

(c) Ebenso gilt für Z > 0, a > 3, 

Beweis, (a) Adaption des übliclien Arguments ergibt 

Rsix) < 71 (^-^ + (2v^ + l)-l. 

Dies ist < 14 a;^/^ für x >5. Die Werte a; = 1, 2,3,4 werden einzeln überprüft. [] 
(b) Es ist ^*(m) > go\in\^, daher gilt 

G{u):= y KRliuygl) l-i'^'^'/si immer, 
^ ^ ^ - 3v /yo/ wenn tt < 5ro- 



0<g*(m)<w 



Durch partielle Summation folgt, falls Z > go, 

z z 

J2 (^*(m))-3 = /" dG(u) = G'(Z) + 3 f u^^G{u) du 

0<S.(m)<Z 0+ 0+ 



14 / ? d^^^ 42 , , 1 ^ , , 



Für Z < go ist diese Summe natürlich 0. 
(c) Ganz analog erhält man 



oo 



u) 



g,{m.)>Z 



Z+ 



< a 



oo oo 

14a /■ 9 „ , 14q; _o ^ 
du< ^ u^-"" du = — ^ Z^-"^ 



j u-''-^G{u)du< ^ j 



4. Beweis des Satzes. 

4.1. Vorbereitung der Abschätzung. Wir verwenden die auf E. Landau zurück- 
gehende Mittelwert-Technik, die E. Hlawka für allgemeine konvexe Körper in [6] im 
Detail ausgeführt hat. Dazu definieren wir für jede Funktion F, die auf jedem kompak- 
ten Teilintervall von [0,oo[ stückweise stetig und beschränkt ist, 



t / ti 



^m^^) ■= j [j ^^^2) dt2 dti {t > 0) 



(4.1) 



\o 



und, für x > 0, \u\ < hx, 



x-\-u I t\-\-u 



42Uf):=F[2](x + 2w)-2F[2](x + w) + F[2](x)- ^ 1 ^(^2) dt2 j dti . (4.2) 



Es bezeichne Vit) = ^t^/^ das Volumen des EUipsoids Q <t. Für < y < \x folgt 



wegen 



unmittelbar 



\P{x)\ < max y-^D^^ly{V) - V{x) + max y-'^Dl^^iP) 



-2n[2l 



(4.3) 



Nun ist 



Nach Taylor folgt für \w\ < \ 



< 



\w\ 



max \(f)"'{v)\ , 



6 |«|<l/3 



daher 



3 35 y2 



±y\ _ 35 /±y 
X ) 4 V a; 



also mit (4.3) 



^lr^^4 \ct>"'{v)\<^Ax^'^y, 
315 x^ |«|<i/3 

|P(a;)| <8.4a;V2^ + max ^-^^^^(P) 



(4.4) 



Nun lässt sich D^x]±y{P) mittels der Poisson'schen Formel durch eine absolut konver- 
gente Reihe darstellen (vgl. z.B. Hlawka [6]). Es ist 

D^S±yiP)= E 41.U(m,-)), /(m,t):= j e(mu)du, 



Q(u)<t 



mit e( tt;) = e^^^"' wie üblich. Diese Reihe wird nach der Größe von ^*(m) := 
max(-\/ a{m\ + m^), jmsj/a) in zwei Teile zerlegt: 



Df,±v^P)= E 4'U(Ani,-))+ E 4'i.Wni,-))=:'5i + 5„, 

0<5*(m)<2 g«(m)>2; 

wobei 2; > noch verfügbar bleibt. Zur Abschätzung von Si wird die zweite der in 
(4.2) enthaltenen Darstellungen verwendet, für hingegen die erste. So erhält man 



< y max 

\t-x\<2y 



E ^(^'*) 



0<5f« (m)<« 



\Sii\ < 4 max 

\t-x\<2y 



g,(m)>z 

Die einzelnen Summanden lassen sich explizit auswerten. Es ergibt sich 



/(m,t) = t3/2 j e(mytu)du = t^/^ ^ e{g{^^tm)vx) dY = 



Q(u)<l 

1 



|V|2<1 



= t3/2y e(^(Vtm)^i) 



y" d(v2,V3) dvi 



(4.5) 



■\/t cos(27r(7(m) v^) sin(27röf(m)\/t) 



+ 



wobei g — \/Q~^ ist, Q"^ die inverse Form zu Q , also g{m) — \J a{rn\ + m^) + m\/a^ . 
Durch zweimalige Integration folgt weiter 

t3/2cos(27r^(m)v^) 3t sin(27r^(m)v^) 



/[2](m,t) = 



7r'*5i^(m) 



15\/t cos(27röi(m)A/t) 15 sin(27röi(m)A/t) 



(4.6) 



47r5fif6(m) 



+ 



87r6öf7(m) 



Wir werden von (4.5) und (4.6) nur jeweils die ersten Terme genau behandeln, die 
übrigen trivial abschätzen. Wir benützen Lemma 2 und erhalten wegen g > 

^ g-H«^)<:^^og+{iÄz/go) 

0<s.(m)<2 ^0 

und, für t > 1, 

> —^9 (m) + -r^g (m) + —^g ^(m) < ^ ^ ^ . 

3*(m)>2; 

Für 5'*(m) > x/y^ schätzen wir auch den Hauptteil von (4.6) trivial ab: 

4t3/2 N-^ ... 224*3/2 



3 2 5^5' ^(m) < 3 3 



wieder nach Lemma 2. Als nächstes werden noch die m e mit m^+ml < 20 und jene 
mit [rnsl < 40 extra behandelt, und zwar durchwegs mittels (4.5), die Unterscheidung 
nach der Größe von g*{in) erfolgt hier nicht. Wir erhalten, unter Verwendung von 
Lemma 1 (a), 

m: Tnl+ml<20 ^ ^ 

^ V TT ms 27r2 \m-xY' ) \ -k a 27r^ a^l^ 

.^|w2).i).|ii(.C(3).i).m|.ii. 

Ahnlich ergibt sich 



0<g«(m)<a:/a^ 
l"»3 l<40,{Tni ,m2) 5^(0,0) 



' \ -TT n tm t' A- m tt\ 



0<o(mf+m|)<a;2/j/4 



TT a{m\+m2) 277^ o^/^^mf + ml)^/^ 



324 7* , , 2// 4^^ , 486 



< — log(ea;7(ay^)) + 



TT O TT^ 0^/2 ' 

da wegen Lemma 1 (a) mit partieller Summation 



0<n<Z n>0 



gilt. Im Folgenden können wir uns also auf die m e Z mit 



ml+mi> 20, Imsl > 40 

(4.7) 

beschränken, was in den betreffenden Summen als angedeutet wird. 
Kombination aller dieser Schranken mit (4.4) - (4.6) ergibt 

4,3/2 (4.7) 



(4.7) 



|P(a;)| < max 

\t-x\<2y 



Vi e(g{m)Vi) 
TT ^ 9^(ni) 



+ max 

\t-x\<2y 



e{g{m)^/i) 



2 2 Qt* 
+ 8Ax^/^y+ — log+{lAz/go) + ^-^ 
% 9oy 

224(t*)3/2 Jt^ 14 207 50 
+ ^ + III ^ + ^ + Vt^C + — - , 

wobei t* := X + 2y gesetzt wurde. 



(4.8) 



4.2. Abschätzung der Exponentialsummen. Es sei /(n, m) :— >/an + ■w? /a? = 
9{-\/n, 0, m) , dann legt (4.8) nahe, Teilsummen der Gestalt 

S^^\N,M):^ r(n) ^ (/(n, m))"^' e(/(n, m) Vt) (4.9) 

N<n<2N M<ni<V2M 

für reelle N, M > 1 und j = 2 oder j = 4 zu betrachten. Für u e [N, 2N] , 
w e [M, 72 M], sei 



En^m{u,w) := Y r(n) ^ e{f{n,m)Vi), 

N<n<u M<m<w 

dann folgt durch zweimalige partielle Summation 

S^^^N,M) = f-^{2N,V2M)EN,Mi2N,V2M) 



(4.10) 



2N 

d_ 
du 

N 

V2M 



En,m{u, V2 M) du 



^ {f-^i2N,w)) EN,M{'^N,w)dw 



M 

V2M / 2N 
M \n 



dudw 



(/ ^{u,w))EN,M{u.,w)du \ dw 



(Man vgl. Krätzel [8], Theorem 1.6, für einen entsprechenden allgemeinen Satz.) Da die 
partiellen Ableitungen von f~^{u,w) nicht verschwinden, folgt daraus 



[M,V2 M] 



(4.11) 



Im Folgenden seien U e [N, 2N] , W e [M, ^/2M] ganze Zahlen, für die das Supremum 
in (4.11) angenommen wird. Die Exponentialsumme E = En^m{U,W) wird durch 
einen sog. Wey Ischen Schritt weiter abgeschätzt. Es sei H eine ganze Zahl mit 



10<H< \M. 



(4.12) 



Dann gilt 

HE 



E E ^(^) E e(/(n,m + Ä;)Vt) , 

M-H<m<W N<n<U ke[l,H]: M<m+k<W 



daher ergibt zweimalige Anwendung der Cauchyschen Ungleichung 



H'^\E\'^<M 



M-H<m<W 



r(n) e (^f{n,m + k)\/i 

N<n<U ke[l,H]: M<m+k<W 



< 



M-H<m<W \N<n<U 



e ^/(n, m + A;)\/tj 

A;e[l,H]: M<m+fc<W 



<M E --V) E E 



N<n<U 



M-H<m<W N<n<U 



< MÄ2(jv) E E 



E 



(^/(n,m + A;)\/t) 
(^(/(n, m + /ci) - f{n, m + A;2)) 



E 

ke[l,H\: M<m+k<W 



M-H<m<W N<n<U fci,fc2e[i,Ä]: 

m+fci,m+fc2 6]M,W] 

Die Diagonalterme ergeben einen Beitrag < ^M^HNR2{N) , in der verbleibenden 
Summe setzen wir m' = m+min(Ä;i, ^2) und /i = — Ä;2| als neue Summations variable 
und erhalten: 

H^\Ef < \M'^HNR2{N) 



+2MHR2{N) J2 



hell,H],m' e]M,W]: 
m' + he]M,W] 



J2 e((/(n,m' + /i)-/(n,m'))v^) 



N<n<U 



Lemma 1 (c) vereinfacht dies zu 

H\E\'^ < 9ÄM^N'^\og{2e^N) + S8ÄMN\og{2e'^N)x 



X 



E 



hell,H],me]M,W]: 
m+he]M,W] 



J2 e(^{f{n,m + h)-f{n,m))Vi) 



N<n<U 



(4.13) 



wenn wir statt m! wieder m schreiben. 

Es verbleibt, für F{t) = Fh,m\t{T~) := {f{n,m + h) — f{n^m))\/t die innere Expo- 
nentialsumme e(F(n)) abzuschätzen, wobei h G [1,-ff], m,m + h e]M, VF] 



N<n<U 



vorausgesetzt wird. Wir verwenden dazu eine effektive Version der einfaclisten Van 
der Corput'scfien Scfiranke: vgl. Krätzel [9], S. 16, Formel (1.10). Aus 



F{t) = Fh,m;t{^) = (VaT + (m + /i)2/a' - + m^a^) 



folgt 



m-'rh 



F"ir) = lV-t I 



(0T + eVa2)5/2 ' 



daher ist 



„ 3 hmVi 3 hM^i 

N^r<u - 4 (ar + (m + /i)Va2)5/2 - 4 {2aN + 2M^ /a'^)^/^ 



:= A 



und 



max 

N<T<U 



4 (ar + m2 /a2)5/2 - 4 {aN + ja^fl'^ 
Daher impliziert Formel (1-10) in [9], S. 16, 



= 8A. 



Ar<n<;7 



<40(f/-iV)VÄ + 



11 



< 



+ 



^ (/(iV,M))5/2 V3x/Mf^ 



(/(iV,M))V^ 



(4.14) 



Wir verwenden dies in (4.13): Die Summation über m ergibt einen Faktor < ^M, jene 
über h Faktoren < H^/^ bzw. < 2y/H . So vereinfacht sich (4.13) zu 



H\E\'^ < 9AM^N^\og(15N) + 



280 log(15iV) i/3/2 4^ 



(/(7V,M))5/2 
+ 1161 M^/^^ log(15iV) Vh (/(iV, M))^/2 ^-1/4 _ 

Division durch H log(15 N) und Verwendung von VA + B <^/Ä+^/B ergibt 

\E\ ^ MN ^ ^M^/^N H^/H^^ M3/4Ari/2(/(iv,M))5/4 
I I < ^ 1 I- 1 fi S I- ^4 1 ^ ' 

Vlog(15Ar) - ^ (/(iV,M))5/4 1/4^1/8 



Wir balanzieren hier die ersten beiden Terme gegeneinander aus und erhalten 



H 



0.1 M-^/^{f{N, M)f/^ t-^/ö 



(4.15) 



Wir betrachten nun zunächst den Fall, dass dieser Wert für H die Bedingungen (4.12) 
erfüllt. Diese Einschränkung wird in den auftretenden Größen durch das Superskript 
symbolisiert. 



Da für a > 10 sicher [a] > 0.9 a gilt, folgt aus obiger Abschätzung, wenn wir kurz 
/ := f{N, M) schreiben. 



Vlog(15A^) " 
Nach (4.11) erhalten wir für j — 2 oder j — 4 

\S^^\N,M) 



(4.16) 



v/log(157V) 



< 80 M'^/'^N f-^/^-U^/^^ + 252 M^/'^N^/^f/'^-H-^/^^ . (4.17) 



Zur Behandlung der ersten Summe in (4.8) verwenden wir dies mit j = 2 sowie 
N = Nr = 2-" z^ja, M = Ms = 2'^/^ az mit r,s > und ganz. Dann ist 
f{Nr, Ms) = (2-^ + 2-^)^2 ^. Setzen wir noch C := log(100a;) + | loga| , dann folgt 



e{g{in)Vt) 

0<fl4m)<z ^ ^ ' 



r,s>0 



r,s>0 



wenn man berücksichtigt, dass jedem Intervall ]M, \f2M\ ein Intervall [— \/2M, — M[ 
entspricht. Wegen ^/a{ßj2^ < (a + /5)/3 mit a = 2~^,ß = 2~^ ist die Konvergenz 
der ersten Reihe evident, analog wegen ^/ö^^ < {a + ß)/2 die der zweiten. Numerische 
Berechnung mit einem Computeralgebraprogramm zeigt 

°° 2-r-7s/12 °° 2-^/2-5s/12 

5^ (^^7^^^7)17712 < 23.8 , J2 (2-r + 2-^)7/12 ^ 2''' 

fjS — f^s — 

damit erhalten wir 

(I) 



e{g{m)^/t) 



0<g«(m)<Ä 



£f2(m) 



<C^'^ [^808a^'H^'^^ z^'^ + Um8a^'H-^'^^ z^'^) . (4.18) 



Für die zweite Summe in (4.8) benützen wir (4.17) mit j = 4. r, s durchlaufen jetzt 
endliche Mengen ganzer Zahlen, wobei aus 5'*(m) > z die Bedingung min(r, s) < 
folgt. Wir erhalten 



(I) 

E 

z:<g,(m)<a;/j/2 



e(^(m)x/t) 



£-1/2 <ißo ^1/6 ^1/12 ^-5/3^ 



2-r-7s/12 



(2-r + 2-^)29/12 



+504aV3t-i/i2^-4/3^ 



2-r/2-5s/12 

(2-^^ + 2-^)19/12 ■ 



Die Summen über r, s werden nun aufgeteilt in der Form 

E =E+ E + E 

min(r,s)<0 r,s<0 r>0, s<0 r<0, s>0 



So ergibt sich 



und 



E 

r,s<0 

E 

r>0, s<0 

E 

r<0, s>0 



E 

r,s<0 

E 

r>0, s<0 



E 



2-r-7s/12 


(2- 


-r _|_ 2-s)29/12 




2" r— 7s/12 


(2 






2" r— 7s/12 


(2- 






2-r/2-5s/12 


(2 


-r _|_ 2-5)19/12 




9-r/2-5,syi2 


(2 


-r _|_ 2-s)19/12 




2-r/2-5s/12 



2-29/12 ^ 2^^/24+15s/24 ^ ^ 
r,s<0 

< ^ 2-''2^^^/^ < 1.4, 
r>0, s<0 

< 2i^'^/i2 2-7./12 < 



r<0, s>0 



2-19/12 ^ ^'rllA.-VisI^ ^ g 



r,s<0 



< ^ 2-'^/2 2^^/^ < 4.4, 

r>0, s<0 

< 2i^^/^2 2-5s/i2 



C2-'" + 2-*)i9/i2 

r<0,s>0 ^ ' r<0, s>0 

wobei jeweils in der ersten Zeile wieder ^faß < {a + ß)/2 verwendet wurde. Insgesamt 
erhalten wir so 



(I) 

E 



e(fif(m)v^) 



< £1/2 (^1392 ai/6 ^1/12 _,-5/3 ^ 9123 a^a t- Vi2 ^-4/3^ 



(4.19) 



z<5«(m)<a;/j/2 

Verwendet man (4.18) und (4.19) in (4.8), so ergibt sich 

P«(a;) £-V2< 1213 aV6(r)7/i2^V3 + 4332 ai/3(^*)5/i2 ^2/3 

+ i80ai/^2/-2 (r)i9/i2 ^-5/3 ^ n78aV3 (r)iviV' z-^/' 

+ 8Ax^/^y£~^/^ + Restterme aus (4.8) 



Durch Ausbalanzieren des ersten gegen den dritten Term auf der rechten Seite bestim- 
men wir optimal z = 0.3852 y/t* /y und erhalten 



pW(a;)| < 1766aV6(r)3/4^-i/3 + 6497ai/3(r)3/4^-V6 

+ SAx^/'^yC'^/'^ + Restterme aus (4.8) . 



Wegen t* = x + 2y und der anfänglichen Einschränkung y < x/3 ist t* < 5x/3 und 
daher 

P«(a;) 2591 a^/^x^/^y-^/^ + 9531 a^/^x^/'^y-^/^ 

+ 8Ax^l'^yCr^l'^ + Restterme aus (4.8) . 



Balanzieren des ersten gegen den letzten Term rechts ergibt nun y = 73.6 o}^^ x^^^^ C^^^ 
und daher endgültig 



P^'\x)\ < 1237 ai/«x"/i6 £3/8 ^543 ^1/4 ^5/8 ^1/4 

^.o ^ -,.r.yß 2.2 ^ 54.5 50 
+ 268 ^ £ + 159 ^ + ^ £ + ^ + ^ 



(4.20) 



Damit ist der Beweis unseres Satzes vollendet, soweit es den ersten Fall betrifft, dass 
der in (4.15) gewählte Wert für H die Bedingungen (4.12) erfüllt. 

Wir behandeln nun den Fall jener N = Nr,M = Ms, für die der in (4.15) gegebene 
Ausdruck größer als ist. Dann ist also 



M < 0.2^/4 (/(AT, M))^/4t-i/8 . 



(4.21) 



Wir wählen nun H := [|M] (wobei ja wegen (4.7) M > 20 vorausgesetzt werden kann) 
und verwenden analog früher das Superskript ^^^^ . Aus der Formel vor (4.15) folgt nun 

\E nMU^W) \ ^ ^1/2 ^ M^/^AT + 41.7 (MN)^/^f/^ ^ 

Viog(i5iv) - y J J 

anstelle von (4.16), und weiter nach (4.11) 

\S^^^{N,M) 



Mit (4.21) ergibt sich 

\s^^Hn,m)\ 



< 18.8 M^/^ N f-^ + 56.8 M^/^iV /-^/^-J' ^V« 
+ 166.8 {MNf/'^f/^-^ t-^/^ . 



A/log(15iV) 



< 19.6 N f/^-^ + 91.3 



^ 19.6 ^21/8-i ^-1/16 _|_ ^^-^ j23/8-i ^-3/16 



16 



(4.22) 



wegen aN < P{N, M) . Für die Teile der ersten Summe in (4.8) folgt f{N,M)<^/2z 
aus (7*(m) < z, und damit 

^[2] (iV, M) £- V2 < ^ ^5/8 ^-1/16 ^ ^7/8 ^-3/16 _ 

a y/a 

Wegen max(a7V, M^/a^) < 2;^, TV > 10, M > 20, ist die Anzahl der betreffenden 
(dyadisch gewählten) {N, M) durch C'^ beschränkt. Daher folgt insgesamt 



(II) 



VI 

TT 



e(5r(m)v^) 



TT '—^^ ^^(m) 



1^ ^7/16 ^5/8 _^ ^5/16 ^7/8 j 



Wegen unserer Wahl z < 0.3852y5a;/3/?/, y = 73.6 a^/^ x^/^^ £3/8 < ^^.^^^^ j^^g 

^ ^-69/64 ^81/128 £145/64 

+ 1.2 a-39/64a;75/128 £139/64 _ 



max 

|t-a;|<2j/ 



^ e{g{m)y/i) 



TT o^(m) 

0<g«(m)<2 ^ ^ ^ 



(4.23) 



Wir verwenden nun (4.22) für j = 4, um die zweite Summe in (4.8) abzuschätzen. 
Wegen /(iV, M) > g^i^/N, 0,M)> z folgt 

5W(iV,M) £-1/2 < IM ^-11/8 i-l/16 + ^_,-9/8 ^-3/16 _ 



Wegen max(aA^, M^/a^) = g'l{\fN ,Q,M) < x'^/y^ ist die Zahl der betreffenden dyadi- 
schen {N,M) durch AC^ beschränkt. Daher ergibt sich 



4^3/2 



(II) 

E 



e{g{m)^/t) 



^Sy2 ^ ^4(in) 



< 



/ 20.4 ^-11/8 ^23/16 _|_ 94-4 ^-9/8 ^21/16^ 

\ a ^/ä J ' 



r 



Analog früher benützen wir y = 73.6 a^/^ a;3/i6 £3/8 < ^^3^ ^ > 0.3852 V^/y, und 
erhalten damit 



max 

\t-x\<2y 



4^3/^ 



(II) 

E 



e{g{m)Vi) 



^3y2 ^4(^in) 
2<g*(m)<a;/j/^ 



< 10.8 a-69/64a;8Vl28 £145/64 
+ 12.6 0-39/6^X^^/128 £139/64^ 



Einsetzen in (4.8) zusammen mit (4.23) ergibt 

P(") (x) I < 12 (a-69/64 V128 £145/64 ^ ^-39/64 ^75/128 £139/64^ _ (4 34) 

Wir behandeln nun zuletzt den Fall (symbolisiert durch ^^^^^ ), dass der Ausdruck für H 
in (4.15) im Widerspruch zu (4.12) kleiner als 10 ist. Dann ist also wegen M'^/a'^ < p 



f{N, M) < m^/^a^/^t^/^ =: Z* . 
Wir wählen nun einfach H = 1, dann folgt aus der Formel vor (4.15) 



(4.25) 



1^1 



< 3.1 MN + 16.8 — — - + 34.1 — 



Vlog(15iV) - " ■ "■"(/(iV,M))5/4 ■ ti/8 

< 1.2 /3 + 5.7 a-i/4 f ti/8 + 18.8 «-1/4 /3 ^-i/8 ^ 

unter mehrfacher Verwendung der Mittelungleichung in der Form 

iV« < «'"'^ (/(^' M))2(^'+'') (p, g > 0) . 



Mit (4.11) und (4.25) erhalten wir 

^l'] {N, M) < 151 a^'"" t^/^ + 22.8 a"^/^ t^/« + 2400 . 

Wieder ist die Zahl der betreffenden {N, M) durch beschränkt, und es folgt 

^5/2 



TT ^ q'^im) 

0<ö»(m)<Z* ^ ^ ' 



< 



(302 aV4t5/8 + 45.6 ^-1/4^5/8^4800^1/2^ ^ 



und weiter wegen y <x/2t 

e((/(m)v^) 



max 

\t-x\<2y 



4 



TT ^ — ' <7^(m) 

0<3,(m)<Z* ^ ^ ^ 



< (l34ai/V/« + 20a-i/^x^/s + 2000x^/2) . 



(4.26) 

Nach (4.25) ist Z* < z solange |loga| klein gegen logx ist, der Anteil der zweiten 
Summe in (4.8) im Fall ^^^^^ dann also leer. Um dieses Problem allgemein zu umgehen, 
vereinbaren wir, dass für jene m G Z*^ , die einem {N ^ M)-Paar M.d.E. ^^^^ entsprechen, 
/(m, t) stets mittels (4.5) behandelt wird. Es bleibt daher nur mehr der Beitrag des 
zweiten Terms in (4.5) abzuschätzen: Wieder nach Lemma 2 folgt 

E .-(m)<^log,(1.4Z7p„)<|/:. 

0<5«(m)<Z* ^0 ^0 

Damit haben wir insgesamt gezeigt: 

P("i)(a;)| <£^/2 (l34aV4a;5/8 + 20 a-V4a;5/8 + 2000a; 

Zusammen mit (4.20) und (4.24) ist damit der Beweis unseres Satzes abgeschlossen. [] 
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